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Suites numériques

Suites et limites

Exercice 1. 4 Soit u la suite arithmétique de premier terme uy = 2 et de raison
r=3.

(1) Exprimer u,, en fonction de n € N. Calculer uy.

(2) Mémes questions si on suppose que la suite u est géométrique.

Soit v une suite arithmétique telle que v3 = 3 et vg = 24.

(3) Calculer le premier terme vg et la raison de cette suite.

(4) Mémes questions si on suppose que la suite v est géométrique.

Exercice 2. On place un capital wy = 1500 euros & 4,5% par an et on note w,, le
capital obtenu au bout de n années (n € N).

(1) Donner la nature de la suite w et exprimer w, en fonction de n € N.

(2) Calculer la valeur du capital au bout de 10 ans.

(3) Au bout de combien d’années le capital initial aura-t-il doublé?

Exercice 3. ¢ Soit (a,)nen une suite de nombres réels et soit £ un nombre réel.
Ecrire avec des quantificateurs les phrases suivantes.

(1) « La suite (an)nen n’est pas bornée ».

(2) « La suite (a,)nen ne converge pas vers £ ».
(3) « La suite (an)nen ne tend pas vers +00 ».
(4) « La suite (ap)nen diverge ».

Exercice 4. ¢ Soient (ap,)nen €t (by)nen les suites réelles définies de la maniere
suivante pour tout n € N :

R b n?+3
an =¢ -, L
(1) Déterminer la limite £ de (ay,)nen-

(2) Pour tout € > 0, donner un nombre entier N € N tel que sin € N avecn > N,
alors |a, — ] < e.

(3) Mémes questions avec la suite (by,)nen.

Exercice 5. ¢ Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites dont le
terme général est donné ci-dessous :

2n% —3n + 1 ncos(l/n) +1
n="317 b= — e ¢ =Vidn+3 - Vin -1,
2 1 5
dp = V20 3 —Vin -1, en = o f = L)

3n” vn

Exercice 6. Comparer, si elles existent,

1\" 1\"
lim ( lim (1+—) ) ot lim ( lim (1+—) )
n—-+oo m——+oo m m——+oo \ n——+o0 m
Exercice 7. ¢ Soient u et v deux suites. Est-il vrai que :
(1) (u et v convergent) = (u + v converge) ?

(2) (u+ v converge) = (u et v convergent) ?

(3) (u+v et u— v convergent) = (u et v convergent) ?

Exercice 8. ¢ Donner un exemple dans chacune des situations suivantes :
(1) Une suite décroissante positive ne tendant pas vers 0.

(2) Une suite bornée non convergente.

(3) Une suite positive non bornée ne tendant pas vers +oo.

(4) Une suite non monotone qui tend vers 0.

(5) Deux suites divergentes u et v telles que uwv soit convergente.

Exercice 9. ¢ Fin 2020, un club de rugby comptait 7000 abonnés. A la fin de
chaque année, le club constate que 20% des abonnés ne se réabonnent pas et que
4000 nouveaux abonnés arrivent. Le stade comporte 19000 places, et le club vou-
drait savoir s’il sera nécessaire de ’agrandir pour pouvoir accueillir tous les abonnés.
On note a,, le nombre d’abonnés a la fin de 'année 2020 + n.

(1) Préciser ag et expliquer pourquoi, pour tout n € N, on a a,+1 = 0,8a, + 4000.
On va ensuite, par deux méthodes différentes, déterminer la limite de la suite
(@n)n-

(2) Méthode 1 :

(a) Pour n > 0, on pose b, = a,, — 20000. Justifier que (b,), est une suite
géométrique de raison 0,8.

(b) Justifier que (b,), converge et donner sa limite.

(c) Justifier que (ay,), converge et donner sa limite.



(3) Méthode 2 :
(a) Démontrer que la suite (a,), est majorée par 20000 (indication : faire un
raisonnement par récurrence).
(b) Démontrer que la suite (a,), est croissante (indication : calculer a; puis
prouver par récurrence que, pour tout n € N, on a anq1 > ap ).
(c) En déduire que la suite (a,,), est convergente. Quelle est sa limite ?
(4) Le club devra-t-il agrandir son stade ?
(5) Si oui, quand la construction devra-t-elle étre achevée ?

Négligeabilité et équivalence

Exercice 10. ¢ Classer les suites de termes généraux ci-dessous par ordre de « né-
gligeabilité » : 1 1 Inn
Qp = —, bnzi Cp = —,

n n

en =1, fn=1, gn = Vner.

n
dy, = 5
Exercice 11. Soit v > 0. Le but de ’exercice est de prouver que

e’ = o(nl).
Pour cela, on pose, pour n > 1, u,, = " et v, = nl.
(1) Démontrer qu'il existe un nombre entier ny € N tel que, pour tout n > ng,
Unr Lo

Up 2 v

(2) En déduire que, pour tout n > ng, on a
u u """
LU QL .
Up ~ Upy \ 2

Exercice 12. Quels sont les équivalents corrects parmi les propositions suivantes ?

1) n~n+1 (2) n ~n*+n (3) In(n) ~ In(10°n)
(4) exp(n) ~ exp (n+107°) (5) exp(n) ~ exp(2n)

Exercice 13. ¢ Trouver un équivalent simple aux suites de terme général :

(3) Conclure.

1 1 3 n® —v1+n2
o, = - N S
"Tn—-1 n+1 " Inn—2n2 ’

. 1
'yn:\/n+ _\/n_l, 5n281n<ﬁ>.
Exercice 14. Soient (up)nen €t (vn)nen deux suites. On suppose que, pour tout
n >0, on a v, > 0 et on suppose que U, ~ VUn.

Montrer que la suite (uy,)nen est strictement positive a partir d’un certain rang.

(6) In(n) ~1In(n+1).

Exemples de suites particulieres

Exercice 15. 4 Soit u la suite définie par ug € ]0,4[ et par la relation de récur-
rence VneN, upi1 = 2y/uy,.

(1) Etudier les variations de la fonction f: [0,4] — R définie par f(z) = 2\/x et de
la fonction g: [0,4] — R définie par g(z) = f(x) — =.

(2) Montrer que la suite u est bien définie et que, pour tout n € N, on a u,, € ]0,4].
(3) Montrer que la suite u est monotone.

(4) Montrer que la suite u converge et déterminer ses limites possibles.

(5) Déterminer la limite de la suite w.

Exercice 16. On note f la fonction définie, pour tout = € [1, + oo[, par

f(x) = 1+Inz. Soit u la suite définie par son premier terme ug > 1 et par la relation
de récurrence, donnée pour tout n € N : u,11 = f(uy).

(1) Montrer que la suite u est bien définie et qu’elle est minorée par 1.

(2) En utilisant la monotonie de la fonction f, montrer que, pour tout n € N*, le
signe de un+1 — uy, est le méme que le signe de u, — Up—1.

(3) Quel est le signe de u; — ug ? (on pourra étudier la fonction définie sur [1, + oo
par g(z) = f(z) — x).

(4) En déduire que la suite u converge et déterminer sa limite.

Exercice 17. ¢ Soit (un)n,>1 la suite définie par u,, = > ,_, k%

(1) Démontrer que la suite (uy), est croissante.

(2) Démontrer que, pour tout n > 1,

1

1
(n+1)2 B

1
< — .
- n n+l1

(3) Démontrer par récurrence sur n que, pour tout n > 1, u, <2 — %

(4) En déduire que la suite (u,), est convergente.

Exercice 18. Pour tout n € N* on pose
1
k=1

(1) Montrer que, pour tout n € N*| on a Ha, — Hy, >

N3 o=

(2) En déduire que, pour tout n € N, on a Han > 1+
(3) Quelle est la nature de la suite (Hy,)p>17?



Exercice 19. On considére 'ensemble & des suites (F},)nen qui vérifient la relation
Foyo=F,11+F, pourtoutneN.

(1) Montrer que & est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des suites.
(2) Montrer que I'application ® : £ — R? définie par ®(F) = (Fp, F1) est un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

(3) En déduire que dim(€) = 2.
(4) Déterminer toutes les suites géométriques qui sont dans €.
(5) A laide des questions précédentes, donner une base de €.

(6) On consideére la suite de Fibonacci, définie par
Fo=0, Fi=1 et F,4o=F,11+F, pourtoutneN.
Déterminer une expression du terme général de cette suite et sa limite.

Exercice 20. ¢ Soient (uy)p>1 €t (Vn)n>1 les deux suites définies respectivement

par 1 1

N |

(1) Démontrer que (uy, ), est croissante.
(2) Démontrer que (v, ), est décroissante.
(3) Démontrer que (vy, — up)n tend vers 0.

(4) Démontrer que (up)n et (v,), convergent vers la méme limite. (On ne demande
pas de déterminer cette limite.)

Extraits d’examens des années précédentes

Exercice 21 (Extrait de I’examen terminal 2020-2021). Soient (uy)n>1 €t (Vn)n>1
les deux suites définies pour n > 1 par :

L + L +oo !
n+l n+2 n—1 2n k

Up =

(1) Calculer les premiers termes u, us et ug ainsi que vy, ve et vs.
(2) Rappeler la définition de suites adjacentes.
(3) Montrer que la suite (uy)n>1 est croissante.

On admettra que la suite (v, )n>1 est décroissante. La démonstration serait similaire
a celle de la question précédente - il n’est pas demandé de la faire.

(4) A laide d’un résultat de cours, justifier que les suites (t,)n>1 €t (v, )n>1 sont
convergentes de méme limite, notée £.

(5) Utiliser les questions précédentes pour montrer que ¢ € [%,1].

Exercice 22 (Extrait de I'examen terminal 2021-2022). Soit a € ]—2,0[. On consi-
2

U
dere la suite (up)n>o définie par ug = a et up4q = 7” + 2u,,.
2

Soit p et ¢ les fonctions définies sur R par p(z) = % + 2z et g(x) = p(z) — .
(1) Etudier les variations de p sur R, et montrer que p(]—2,0[) = ]—2,0[.
(2) Montrer par récurrence que, pour tout n > 0, on a u,, € |—2,0][.

(3) Montrer que pour tout z € ]—2,0[, on a g(z) < 0. En déduire que la suite
(un)n>0 €st monotone.

(4) Justifier que la suite (u,),>0 est convergente, et déterminer sa limite .

Exercice 23 (Extrait de I’examen terminal 2022-2023). Soit f la fonction définie

par f(z) = In(1 + 2x) exp(z) pour = € ] —%, +00 [

(1) Donner le développement limité de f a 'ordre 3 en 0.

(2) En déduire un équivalent simple en 0 de la fonction g définie par
g(z) = f(z) — 2sin(z) pour tout € |—3, +oo].

n? n?

1 1
On consideére la suite u définie par : Vn € N* u, = f () — 2sin () .

(3) Déterminer un équivalent de la suite w.

(4) Donner, selon la valeur de v € R, la limite éventuelle de la suite (n%uy,),>1. On
justifiera soigneusement la réponse. (On pourra éventuellement, pour obtenir
une partie des points, traiter les casa =1, a =6 et a = 8.)

Exercice 24 (Extrait de ’examen terminal 2022-2023). Soit (un)nen la suite récur-
rente définie par

Ug = 1
Upt1 = 3 — P pour tout n € N.
Soit f: [1,2] — R la fonction définie par f(z) =3 — %
x

(1) Démontrer que f([1,2]) C [1,2].

(2) Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, on a u, € [1,2].
(3) Démontrer que la suite (uy,)nen est monotone.

(4) En déduire que la suite (u,)nen converge.

Soit £ la limite de la suite (4, )nen-

(5) Démontrer que ¢? + ¢ — 6 = 0 et en déduire . Justifier la réponse avec soin.



Suites et limites

Correction de I’Exercice 1.
(1) La suite (up)nen est la suite arithmétique de raison r = 3 et de premier terme
ug =2 donc pourn € Nyon a u, =ug+nxr =2+ 3n.
On calcule alors uy =2+ 4 x 3 = 14.
(2) La suite (un)nen est la suite géométrique de raison r = 3 et de premier terme
ug = 2 donc pour n € Ny on a u,, = ug x r™* =2 x 3™.
On calcule alors uy = 2 x 3% = 162.
(3) On note r la raison de la suite arithmétique v, on a alors
vy =3 =1v9+ 3r vg —v3 =21 =3r r=7
— <
vg = 24 = vg + 671 vg — 2v3 = 18 = —uy vg = —18
Ainsi, la suite v est la suite arithmétique de raison 7 et de premier terme —18.
(4) On note r la raison de la suite arithmétique v, on a alors
2
v3 =3 =wy x 1’ Z—z:%:vo r=2
1}6:24:@0X7‘6 3—2:8:7“3 ’U():%
Ainsi, la suite v est la suite géométrique de raison 2 et de premier terme g.

Correction de I’Exercice 2.

(1) Chaque année, le capital est multiplié par r = 1 + %3 = 1,045. La suite w est

100
donc la suite géométrique de premier terme wy = 1500 et de raison r = 1,045
donc wy, = 1500 x (1,045)" Vn € N.

(2) La valeur du capital au bout de 10 ans est wip = 1500 x (1,045)'% ~ 2329 euros.

(3) On cherche a résoudre
Wy, > 2wy = wo X ' > 2wy
<~ r">2
— () > 9

In(2)
In(r)
Le capital aura donc doublé au bout de 16 années.

= n> ~ 15,74.
Correction de I’Exercice 3.
(1) La phrase « La suite (ay)nen est bornée »s’écrit
IB e Ry, VneN, |u,| < B.

La phrase « La suite (a,)nen n’est pas bornée »est la négation de la phrase pré-
cédente et elle s’écrit donc

VB eRy, In €N, |a,| > B.

(2) On rappelle que la phrase « la suite (a,)nen converge vers le réel £ »s’écrit :
VeeRL, INeN, VneN, (n>N = |a, — /] <e).
La phrase « la suite (a,)nen ne converge pas vers le réel ¢ »s’écrit donc :
JeeRL, VNeN, IneN, (n>Net|a, — ] >¢).
(3) La phrase « la suite (a,)nen tend vers +oo »s’écrit
VAeR, INeN, VneN, (n> N = u, > A).
Ainsi, la phrase « la suite (a,)nen ne tend pas vers oo »s’écrit

JAeR, VNeN, 3neN, (n> N et u, <A).

(4) La phrase « la suite (ay)nen diverge »peut étre traduite par « pour tout ¢, la
suite (a,)nen ne converge pas vers le réel £ », elle s’écrit donc :

VWeR, IeeRY, VNeN, IneN, (n> N et |a, —{| >¢).

Correction de I’Exercice 4.

n

(1) On a immédiatement a, = e~ " = ei” — 0 quand n — +o0.
Pour 'autre,
n?+3 B n? (1 + %
n?+1 n2(1+1
143
1+ % n—+oo

~—

bn =

~—

1

(2) Soit € > 0 un réel :
a, —0] <e<=|e™—0| <e
= e "<e
< n>—lne
Donc si on prend N le maximum entre 0 et le plus petit entier supérieur a
—1Ine, cela convient.
(3) Soit € > 0 un réel :
n?+3

L |
n?+1

b, — 1] < e <= <e

n?2+3 n2+1
= |- - €

n2+1 n24+1
| <

n2+1‘ ¢

7n2+1<6

—en?>2—¢



Sie > 2,alors N =

2—¢ .
fonctionne.
€

Correction de I’Exercice 5.

2 convient. Sinon, le plus petit entier NV supérieur a

(a) Pour n > 1, on a

2n2 —-3n+1 n? 2-
aQp = ——F— = —7 X

3 1
n T ar
n3+7 n3 1+ '

1 .
n 1+%

Or,on a lim % = 0. On en déduit que 11111 = 2 et finalement

n—-+oo

lim a, =0.
n—-+oo

(b) Pour n >1,0n a

ncos( )—l—l Cos( )—i—f
n—e 2" 1— e

by =

2n = 0. De plus, comme la fonction cos est

=0et lim e”

Or,on a lim
n—-+4oo

n—-+oo
continue en 0, on obtient

: 1 .1
lim cos(— ) =cos| lim — | =cos(0)=1.
n—-4oo n n——+oco n

cos( )+f

e—2n

S|

Finalement lim b, = lim =1.

n—-+4oo n——+4oo 1—

(¢) On a, pour n > 0,
=VAn+3—+Vin—1
~ (VAn+3—VAn —1)(V4An + 3+ V4n — 1)
VaAn + 3+ v4n —1
 (VEFE)? - (VI T)

VaAn + 3+ v4n —1
n+3—4n+1

C VAn 34+ VAn—1

B 4

A+ 3+VAn—1

\/W . +ooet vVAn—1 — 400,

—>+oo

d’ou lim ¢, =0.
n—-+oo

(d) Méthode 1

Pour n > 1, on a

d, =vV2n+3—+Vdn —1
~ (V2n+3—VAn —1)(v2n + 3+ V4n — 1)
N V2n+3+4n —1
(VB3 - (VA1)
V2 +34+VAn—1
43 —dn+1
CV2n+ 3+ VAn—1
- 4—2n
N \/2n+3+\/4n71
1_2 1_2

R G i e

Or L — 0 et la fonction = +— \/z est continue donc
" n—+oo

4

2
——n - —» ——=_ ¢t finalement hm d, = —oo.
2+34+y/4—-L notoo 2+v2 n—4o0

Méthode 2
On va ici utiliser le développement limité en 0 de /1 4+ z. Pour n > 1, on a

dn:\/2n+3—\/4n—1:\/2n><Ul—i—%—v@zx,/l—ﬁ.

Or, au voisinage de 0, on a /1 +x = 14+ 340 (z) et par substitution, on obtient
pour n au voisinage de 400

Yitam=ltato(p)etJl-gm=1-g+o(3)

Finalement,
=v2n +3\[ Vian + +o (\/15)
()

1

4v/n ‘Tﬁ
_l’_
n )

=vn(vV2-2)+
Et donc lim d,

Pour n > 2, on a ”'H =1 —1—% < s donc pour n > 2, ona e, < en et une
3

n—> o
récurrence 1mmed1ate assure que 0 S en < (Z) es.

Pour n € N, on a <4 = (

0 et finalement, par théoreme d’encadrement

Or, on sait que lim (3)" =
’ ! n—-+oo (4)

lim e, =0.
n—-+4oo

n(m) _ () ot donc

m

Pour n € N, on a In(n) = 10In(n10). Or on sait que lim

m——+00
In 10 In(n
lim (?) = lim 70 (1 )

n—-4o00 nio

=0.

n—+00 110



Finalement, on observe que f, =

In(n)\’
= ( ) et donc hIf fn=0.
n—-+0oo

L
nio

5
B
(@28

Correction de I’Exercice 6.

e Soitm >1,on a

1\" 1\"
lim <1 + ) = < lim 1+ ) =1"=1.
m——+oo m m——+oo m

Finalement, on a lim ( lim (1 + 72)") =1

n—+o0o \ m—-+oo

e Soit m >1,o0n a

lim (1 + — = 400 car on considere une suite geometrlque de raison > 1.
n—-+o00 m

Finalement, on a lim ( lim (1 + 1)n> = 400

m—+o0o \ n—+o00 m
Correction de I’Exercice 7.

(1) L’affirmation est vraie et on va par ailleurs montrer que si u et v convergent
alors u + v converge et

lim (u,+v,)= lim u,+ lim v,.
n——+oo n—-+oo n—-+4oo
On suppose que la suite u converge vers le réel £ et que v converge vers £'.

Soit € > 0, par hypothese, il existe Ny € N tel que Vn > Ny, |u, — €| < § et

Ny € N tel que Vn > Na, |v, —£'| < 5. On pose N = max(Ny,Ns), soit n > N,
on a
[, +vn — (C+ )| = up — L+ vy — 0| < |t — €] + v, — | <e.

On a donc montré que u + v converge vers £ + £'.

(2) Cette affirmation est fausse. En effet, si on considere les suites u et v définies
pour n € N par u, = (—=1)" et v, = (—=1)"*!, on a (u + v), = 0 donc la suite
u —+ v est convergente (car constante) mais on sait que u et v ne convergent pas.

(3) Cette affirmation est vraie. En effet, supposons que u + v et u — v convergent,
alors d’apres la question 1, les suites 2u = (u4v)+(u—v) et 2v = (u+v)—(u—v)
sont convergentes donc les suites u et v le sont.

Correction de I’Exercice 8.

(1) La suite a définie par a, =1+ * pour n € N.

(2) La suite b définie par b, = (—1)" pour n € N.
(3) La suite ¢ définie par ¢, = n(cos(n) + 1).

—1)n
(4) La suite d définie par d,, = (=1

pour n € N.
(5) Les suites u et v définies par u, = v, = (—1)" pour n € N.
Correction de I’Exercice 9.

(1) Le terme ag est le nombre d’abonné a la fin de 'année 2020 + 0 = 2020 donc
d’apres 1’énoncé ag = 7000.
La perte de 20% d’abonnés correspond & une multiplication par 0,8 et on a
chaque année 4000 abonnés supplémentaires donc

an+1 = 0,8a, + 4000

(2) (a) Pour n >0, on a
bn+1 = Qp+1 — 20000
= 0,8a, + 4000 — 20000

= 0,8a, — 16000
= 0,8(a, — 20000)
b7z+1 = O,8bn

On a donc montré que la suite b,, est géométrique de raison 0,8 et de pre-
mier terme by = ag — 20000 = —13000.

(b) On observe que —1 < 0,8 < 1 donc la suite géométrique de raison 0,8 a
pour limite 0 et donc lim b, = 0.
n—-4o0o

(¢) On a pour n > 0, a, = b, + 20000 et donc

lim a, = EIE by, + 20000 = 20000.

n—-+4oo

(3) (a) Pour n € N, on note P(n) : a, < 200007, on va montrer par récurrence
que P(n) est vraie pour tout n € N.

Initialisation :
On a ag = 7000 < 20000 donc P(0) est vraie.
Hérédité :

Soit n > 0, on suppose P(n) vraie.
On a a,+1 = 0,8a, + 4000 < 0,8 x 20000 4 4000 = 20000 par hypothese de

récurrence.

Ainsi, on a P(n + 1) vraie.

Conclusion :

Finalement, la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.



(b) Pour n € N, on note P(n) : "ap+1 — an > 07, on va montrer par récurrence
que P(n) est vraie pour tout n € N.

Initialisation :
On a a3 —ag = 2600 > 0 donc P(0) est vraie.
Hérédité :

Soit n > 0, on suppose P(n) vraie.
On a ant2 — apt1 = 0,8a,+1 + 4000 — (0,8a,, + 4000) = 0,8(an+1 — an) >0
par hypothése de récurrence.
Ainsi, on a P(n + 1) vraie.
Conclusion :
Finalement, la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.
(¢) On a montré que la suite (a,)nen est croissante et majorée par 20000, elle
converge donc vers une limite notée [ et [ < 20000.
En passant a la limite dans I’égalité a, 11 = 0.8a,, + 4000, on trouve que
I = 0.8] + 4000 et donc I = 20000.
(4) On a prouvé que ngrfoo a, = 20000 > 19000, en particulier, il existe N € N tel
que Yn > N, a, > 19000. Le club va donc devoir agrandir son stade.
(5) Pour déterminer 'année & partir de laquelle le stade est trop petit pour ac-
cueillir tous les abonnés, on peut utiliser un algorithme renvoyant le plus petit
entier n tel que a, > 19000. En pseudo code, cela donne

Entrée n =0
a = 7000

tant que a < 19000 :
a= 0,8 a + 4000
n = n+l

fin tant que

Sortie n

En Python, cela s’écrit

def rugby(Q:
a=7000
n=0
while (a<19000):
a=0.8%a+4000
n=n+1
return n

Sinon, on peut déterminer cet entier n comme suit

a, > 19000 <— b, > —1000
<~ (0,8)" x (—=13000) > —1000

1
~— (0.8)" < —
(0,8) <13

<= nlIn(0,8) < ln(li?))
In(;)
n(0,8)

On trouve donc que a,, > 19000 pour n > 12 et il faut que la construction du
stade soit terminée avant 2032.

= n> car 1n(0.8) <0

Négligeabilité et équivalence

Correction de I’Exercice 10.

) _ : by, 1 __ _ : n o
On a d’une part b, = o(a,) car ngrfm &=, =0eta, = o(ep) car ngr-ll-loo ‘i—n =
1 =0
In(n) :
D’autre part, lim ¢, =0 donc ¢, = o(f,) et lim e, = +oo donc f, = o(ey,).
n—+00 n—r+00
1
— 3 en ; 2 — —
Enfin, on a e, = o(g,) car ngr-lr—loo o= ngrfoo ex’;@ = 0et g, = o(d,) car
7
lim %= = lim %~ =0.

n—+oo 4n n—-+oo exp(y)

Finalement, on a by < an K Cn K frn K en K g < dy.

Correction de I’Exercice 11.

U lv n+1 . .
(1) Pour n € N, on a —+L — ¢7 et =241 — . Or, on sait que lim 241 =
Unp 2 vy 2 n——+o0o0
400 donc, par définition, il existe ng € N tel que pour n > ng, ¥ < "TH Clest
3 dire Unt1 _ Lupp

Up 2 Up
Un+1 lu

n
< ——, on va montrer

(2) D’apres la question précédente, pour n > ng, on a <
Un+1 2 Un

le résultat voulu par récurrence sur n > ng.

Initialisation : n = ng

U U 1\
Clairement, —2 < —© <)
Ung  Ung \2

U U 1\""e
Hérédité : Soit n > ng, on suppose que — < —2 ()
v

n Ung \2

+1—ng

U lu U 1\"

Onaﬂg,lg ”0<)
Un+1 2 Un Ung 2




Conclusion :

pour n > ng.

(3) Pour tout n > ng, ona 0 < %= < “mo (l)n_no. Or —1 < 1 < 1 et donc la suite

Un — VUng 2

, T 1\n—"no
geomet rique ( 5 ) converge vers 0.
n

Finalement, par théoreme d’encadrement, on a lim &= = 0 et donc e’ =

n—4oo “n
o(nl).

Correction de I’Exercice 12.

1 1
(1) Vrai Pour n > 1, on a nt =1+ — donc lim =1let doncn~n+1.
n n n—+oo N
2 2
2) Vrai Pour n > 1,onan o 1+ldonc lim nn 1 et donc
2
) ) n n n—+oo M
n®+mn~mn”.
In(10° In(10°) +1 In(10°
(8) Vrai Pourn > 1l,ona n(107n) = n(10°%) + In(n) n(10%) donc
In(n) In(n) In(n)
In(10°
lir}rl nl((())n) =1 et donc In(10%n) ~ In(n).
n——+o0o n(n

10~
(4) Faux Pour n > 0, 0on a exp +n) =
exp(n)

exp(107%) exp(n)
exp(n)

= exp(107%) donc
exp(107° + n)

nEIJIrlOC oxp () =exp(107%) # 1 et exp(1076 + n) £ exp(n).
2 2 2
(5) Faux Pour n > 0, on a exp(2n) = exp(n) = exp(n) donc lim exp(2n) =
exp(n) exp(n) n—+oo exp(n)

+oo et exp(2n) o exp(n).

. In(n+1)  Inm(l+=)  In(n)+(1++)
6) Vrai P(’(l)ur T) = lona ln((n) )_ In(n) B In(n) a

n(l+ 2 onc lim n(n+1 — 1 et on & ln(n ~Ta(n

() done Jim Sy = Letonaln(nt1) ~In(n).

Correction de I’Exercice 13.

(a) Pour n >0, on a

1 1 2
oy = — = .
"Tp—1 n+1 n2-1
. O n? 1
DOUT: = I — 1
Pyl n2—1 1—Fn_>+oo
2

Ainsi, on a a, ~ —;.
n

(b) Pour n > 1, 0n a

w_JTinZ wdl— =+l

B = Inn—2n2 ~ n2 1H(;L) _9
S S
=n
lnTE;L) 2
o o l-gaymtlg |
r, on observe que HEIEOO W =5="5

Donc lim 6—2 =let 3, ~—3.
n—-+oo -3

(¢c) Pourn>1,0na
=V F1— V=1
(Wn+l—-vn—1)(Vn+1l+vn—1)

vn+1l++v/n—1
2

- Vntl+vn—1

vV 14++vn—1 1 1
or Yot vn \/1++\/1 2
\/ﬁ n n n—+oo
1
Onaalors'ynwﬁ.
(d) On sait que i ! 0et li sin(z) 1
n sai im = im =1.
aun n—+oo y/m + 1 z—0 x
On 1 1

~ —

vn+1 N

Ainsi, on a lim =1 et donc §,, ~

n—+oo 1

vn+1

Correction de I’Exercice 14.

On a u, ~ v, et v, > 0pourn > 0,doncona lim %= = 1. Soite =
n—+oo Un
‘ 1

Un
- 1)< =
2

Un

N € N tel que pour n > N, on a

v v
Autrement dit, pour n > N, on a —?" < Uy —Vp < ?n et finalement

v
O<?n<un.

On a donc montré que pour n > N, on a u, >0

Exemples de suites particulieres

Correction de I’Exercice 15.

1
2

il existe



(1)

(2)

(3)

(4)

« Pour z € [04],ona f(x) = 5= > O et ona f(0) = 0 et f(4)4. On trouve

7
donc le tableau de variations suivant
T 0 4
f(z) +
4
0

En particulier, la fonction f est strictement croissante sur [0,4] et vérifie
f(z) €)0,4] si z €]0,4]

o Pour z € [0,4], on a ¢'(z) = % —-1= 1}3{5, on obtient donc le tableau de
variations suivant

x 0 1 4
J'(x) + 0 -
oo | T 0

Pour n € N, on note P(n) : "u, est bien défini et u,, €]0,4[”, on va montrer par
récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.

Initialisation :

Par définition uy €]0,4] donc P(0) est vraie.

Hérédité :

Soit n > 0, on suppose P(n) vraie.

Par hypothese de récurrence, u,, €]0,4[0 et donc up4+1 = f(uy) est bien défini.
De plus, par hypothése de récurrence, u,, €]0,4[ donc, d’apres la question précé-
dente, on a un4+1 €]0,4]

Ainsi, on a P(n + 1) vraie.

Conclusion :

Finalement, la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.

Soit n € N, on a tpq1 — Up = f(Uun) — up = g(uy). Or d’apres la question 1., la
fonction g est strictement positive sur ]0,4] donc on a

Upt1 — Up >0, Vn e N.

Ainsi, la suite u est (strictement) croissante.

D’apres les deux questions précédentes, la suite u est croissante et majorée (par
4) donc elle converge vers une limite que l'on note £.

Pour n € N, on a u,4+1 = f(u,) et la fonction f est continue donc en passant a
la limite, on trouve £ = f(¢) c’est & dire g(£) = 0. D’aprés la question 1., on a
alors £ =0 ou f = 4.

(5) Par définition, on a ug > 0 et u est croissante donc pour n > 0, on a u, >
ug. Ainsi par passage a la limite dans les inégalités, on a £ > ug > 0 donc en

ticulier, £ # 0 et d
particulier, ¢ # 0 et donc lim w, = 4.
n—+oo

Correction de I’Exercice 16.

(1) Pour n € N, on note P(n) : "u, est bien défini et u,, > 17, on va montrer par
récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.

Initialisation :
Par définition ug > 1 donc P(0) est vraie.
Hérédité :
Soit n > 0, on suppose P(n) vraie.
Par hypothése de récurrence, u,, > 1 > 0 et donc un4+1 = f(uy) est bien défini.
De plus, par hypothese de récurrence, u,, > 1 on a donc
In(up) >0 et upy1 = flu,) > 1.
Ainsi, on a P(n + 1) vraie.
Conclusion :
Finalement, la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.
(2) La fonction f est croissante donc pour a,b € [1,+00], les réels a—b et f(a)—f(b)
ont méme signe.
En particulier, pour n > 1, up41 —tn = f(tn) — f(tn-1) et u, —up_1 ont méme
signe.
(3) Pour z € [1,4 00, on a ¢’(z) = 1 —1 < 0 donc la fonction g est décroissante sur
[1, + oo[. En particulier, pour « € [1, + oo, on a g(z) < g(1) = 0.
Enfin, 43 — up = g(ug) < 0.
(4) En utilisant les deux questions précédentes, on montre par une récurrence im-

médiate que la suite (u,)nen est décroissante. Ainsi, la suite (up)nen est dé-
croissante et minorée par 1, elle converge donc vers une limite ¢ > 1.

De plus, en passant & la limite dans u,4+1 = f(un), on a g(¢) = 0. Or, on ob-
serve que ¢'(z) < 0 sur |1, + oo[ donc la fonction ¢ est strictement décroissante
et en particulier g(x) < 0 pour z €]1, + oo[ donc g(f) =0 <= £ =1.

On a donc .
lim u, =1.
n—-4oo
Correction de I’Exercice 17.
e BN | 1

(1) Pour n > 1, 0on a tpq1 — Up = Z — - - = > 0. Ainsi, pour

CESIE
n>1,o0na Uyt — Uy, > 0 donc la suite (uy,)n>1 est (strictement) croissante.



11
n+1  n(n+1)

et donc en passant a I'inverse, on obtient

1
(2) Soitn >1,0ona — — or on sait que 0 < n(n+1) < (n+1)?2
n
1

(n+1)? = n(n+1)
1

et finalement,

1

CESIE

1
n n+1

(3)

Pour n > 1, on note P(n) : "u, < 2 — %”, on va montrer par récurrence que
P(n) est vraie pour tout n > 1.

Initialisation :
Par définition uy =1 < 2— } =1 donc P(1) est vraie.
Hérédité :
Soit n > 1, on suppose P(n) vraie.
n+1
Par définiti —Zi— + L Ainsi, par hypothése de ré
ar définition, u,41 = 2 2 = Un CESIEE insi, par hypothése de récur-
rence h
< 2 1 + L <2 L + L 1 <2 1 d’ es 1
U -t — - — - - — —— d’apres la
= n  (n+1)2 — n n n+l/) ~ ny1 P

question précédente.

Ainsi, on a P(n + 1) vraie.

Conclusion :

Finalement, la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.
(4) D’apres la question précédente, la suite (uy,),>1 est majorée par 2 et elle est
croissante d’apres la question 1, ainsi la suite (uy,),>1 est convergente (et

lim  u, <2).

n—+oo

Correction de I’Exercice 18.

2n

1 1.1
(1) Soit n € N*, ona Hap — Hy = ) - orpour k € [n+12n], ona - > -
k=n-+1
2n 2n
1 1 1 1
Ainsi, Hy,, — H,, = E: > E i -
ek = om o T 2
k=n-+1 k=n+1

(2) Pour n € N, on note P(n) : "Hy» > 14 ", on va montrer par récurrence que
P(n) est vraie pour tout n € N.

Initialisation :

Par définition Hyo = Hy = 1 > 1 donc P(0) est vraie.

Hérédité :

Soit n > 0, on suppose P(n) vraie.

1
Par définition, Hon+1 = Hoyon > Hon + 3 d’apres la question précédente.

10

Ainsi, par hypothése de récurrence Hont1 >

Finalement, on a P(n + 1) vraie.
Conclusion :
Finalement, la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.
(3) La suite (H,)n>1 est strictement croissante. On a donc deux possibilités, soit la

suite est convergente, soit elle diverge vers +o0o. D’apres la question 2, la suite
(Hp)n>1 n'est pas bornée donc elle n’est pas convergente. Finalement

lim H, = +oo.

n—4oo
Correction de I’Exercice 19.

(1) Montrons que £ est un sous-espace vectoriel de RY.

e La suite nulle est dans £ donc &€ est non-vide.

e Soient (F,), et (Gy), deux suites de £, on considére H la suite définie par
H,=F,+G,. PourneN,ona
Hn+2 - Fn+2 +Gn+2 - Fn+1 +Fn +Gn+1 +Gn -
(Hp)n € € et & est stable par addition.

e Soient (F,), € Eet A € R.Pourn € Nyon a AF,,190 = A(F41 + Fp,) =
AF11 + AF, donc (AFy,), € & et & est stable par multiplication par un
scalaire.

n+1 + Hy, donc

Finalement £ est un sous-espace vectoriel de RY.

(2) o Vérifions que ® est linéaire. Soient F,G € £ et A € R, on a
(I’(F—F /\G) = (FQ + \Go,F1 + /\Gl) = (Fo,Fl) + /\(Go,Gl) = (I)(F) + )\(I)(G)
donc ® est linéaire.

e Soit F' € ker @, par définition de ® on a Fy = F; = 0 et puisque F € &, on
a Fy = F; 4+ Fy = 0. Finalement, une récurrence immédiate nous montre
que pour n € N, on a F;, = 0 donc ker & = {Opn} et ® est injective.

e Soit (z,y) € R?, soit F la suite définie par Fy = z, F} = yet Fio =
F,+1 + F, pour n > 0. Par construction, on a F' € £ et ®(F) = (z,y).

On a donc montré que pour tout (z,y) € R2, il existe F € & tel que
®(F) = (z,y), autrement dit ® est surjective.

Finalement on a montré que ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
(3) On a montré que ® : £ — R? est un isomorphisme donc dim £ = dim R? = 2.

(4) Soit F une suite géométrique de raison r. On suppose que F est non nulle, ainsi
r#0et Fy #0. On a
Fef < VneN, Fo=F,11+F,
<= VneN, Fpr"t? = Fyr"tl 4+ Fyr™.

2

= r'=r+1



E

1+ 1-—

B et r_ = 5
On a donc montré que les suites géométriques appartenant a £ sont les suites
géométriques de raison r4 ou r_.

=

Cette équation admet deux solutions ry =

(5)

On note R* la suite de terme général R} =} et R~ la suite de terme général
R,, = r". D’aprés la question précédente, les suites RT et R~ sont dans £.
Montrons que la famille (RT,R™) est libre.

Soit A, € R tels que ART 4+ pR™ = 0. En particulier
ARG o = =
0 +uRy =0 — A+p=0
AR +uRy =0 Ary 4 pr_ =0

A=—p
A {/\(m_ —r_)=0

A=—p
= = A=pu=0
{NE =0 :
Ainsi (RT,R™) est une famille libre de £ et puisque dim £ = 2, c’est une base.

(6)

La suite de Fibonacci est par définition un élément de £ donc, d’apres la ques-
tion précédente il existe a,3 € R tels que F' = aR™ + SR™. En particulier

a+pB=F=0 =—«
—
ary +pr_o=F =1 a(ry —r_)=+vba =1
_ L
— V@a

Finalement, pour n € N, on a

Enfin, on observe que 7y > 1et —1 <r_ <1donc lim F, = +oc.
n——+oo

2

Correction de I’Exercice 20.

1

[CES] > 0 donc la suite (uy,),>1 est (stricte-
n ! >

(1) Pourn > 1,0n a upt1 — up =

ment) croissante.

(2) Pourn>1,0na

11

1 1

B R VA
2 1

T (n+1)! al
2—(n+1)
(n+1)!
1—n
(n+1)! —
Ainsi, la suite (vy,)n>1 est décroissante.

(3) Pour n > 1, on a v, — u, = - donc EIE (vn, — up) = 0.

(4) Les 3 questions précédentes nous disent précisément que les suites (up)n>1 €t
(vn)n>1 sont adjacentes, elles convergent donc vers la méme limite.

Extraits d’examens des années précédentes

Correction de I’Exercice 21.

1 37

(1) On calcule u; = 5 U2 =15 et uz = &0
. 3 13 57

De méme, v1 = =, v9 = — et v3 = —.
2 12 60

(2)

Deux suites a et b sont dites adjacentes si :

(i) L’une des deux est croissante,
(ii) Pautre est décroissante,
(iii) la suite a — b tend vers 0.

(3)

Pour n > 1, on a

2n+2 1 2n 1
S Y SO
k=n+2 k=n+1
1 1 1
= + —
2n+2 2n+1 n+1
1
= >0

(2n+1)(2n + 2)
Ainsi, la suite (u,)nen est (strictement) croissante.

(4) Pourn > l,onauv, — u, = % donc liar_l vp — up, = 0. Ainsi, d’aprés la
n——+00

question précédente, les suites u et v sont adjacentes et donc elles convergent
vers une méme limite /.

La suite u converge vers £ et est croissante donc ¢ > u; = % De méme, la suite

v converge vers { et est décroissante donc ¢ < vz < 1. Ainsi, on a £ € [%,1].

(5)



Correction de I’Exercice 22.

(1) La courbe représentative de p est une parabole convexe s’annulant en —4 et 0.
p est donc une application décroissante sur |—oo,—2] et croissante sur |—2,+00],
donc croissante sur | — 2,0[. p(—2) = —2 et p(0) = 0 donc p(] — 2,0[) =] — 2,0][.
Initialisation : uy = a €] — 2,0[, d’aprés 1’énoncé.

Hérédité : On suppose que u, €] — 2,0[. Alors, up+1 = p(uy,) €] —
Pintervalle | — 2,0[ est stable par p.

Conclusion : Yn € N, u, €] —2,0[.

La courbe représentative de ¢ est une parabole convexe s’annulant en —2 et 0.
p est donc une application négative sur | — 2,0[. Ainsi, pour tout n € N, on a
Unt1 — Un = P(Un) — un = q(uy,) < 0, puisque tous les termes de la suite sont
compris entre —2 et 0. Donc (u,,) est décroissante.

(2)

2,0[, puisque

(3)

(4) La suite est décroissante et minorée donc converge. Puisque p est continue, la
limite est solution de 1’équation ¢ = p(¢) <= ¢ = 0 ou £ = —2. Puisque ug < 0

et que la suite est décroissante, alors ¢ = —2.
Correction de I’Exercice 23.

(1) On se place au voisinage de 0. D’apreés le cours et par substitution :

8 3
In(1+2z) = 22 — 222 + % + o(a®)

De plus, 22 23 5

exp(x) :1+x+?+g+o(az )
Par produit et en éliminant les termes d’ordre supérieur ou égal a 4, qui sont
négligeables devant 23 au voisinage de 0, on obtient finalement :

3
flz) =22+ 25 4 o(a?)

(2)

Au voisinage de 0, en multipliant le DL3(0) usuel de sinus par —2 :
23
—2sin(z) = -2z + 3 + o(z®)

Ainsi, toujours au voisinage de 0, en sommant les DL :
f(z) — 2sin(x) = 22° 4 o(2®)
On en déduit que f(z) — 2sin(z) ~ 22° quand = — 0.

(3)

Quand n — 400, 1/n? — 0. On peut donc appliquer le résultat de la question
précédente en remplagant x par 1/n? :

1 . 1 2
Up = f (712> — 2sin <n2> ~oS

12

(4)

Par produit, n®u, ~ 2n®~%. Ainsi :
e sia<6,alors u, —0;
e sia=06, alors u, — 2;
e si a > 6, alors u, — 4oc.

Correction de I’Exercice 24.

(1)
(2)

(3)

(4)
(5)

La fonction f est croissante sur Uintervalle [1,2], on a donc f([1,2]) =

[f(1),f(2)] = [£.2]. En particulier, on a f([1,2]) C [1,2].

Pour n € N, on note P(n) : "u, € [1,2]”, on va montrer par récurrence que P(n)
est vraie pour tout n € N.

Initialisation :

Par définition ug = 1 € [1,2] donc P(0) est vraie.

Hérédité :

Soit m > 0, on suppose P(n) vraie.

On a d’'une part up41 = f(uy) or u, € [1,2] par hypothése de récurrence et
donc, d’apres la question précédente, on a u,11 € [1,2]

Ainsi, on a P(n + 1) vraie.

Conclusion :

Finalement, la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.

On pose g : [1,2] — R la fonction définie par g(z) = f(z) —x =3 —x — %H.

La fonction g est dérivable et pour z € [1,2], on a ¢'(x) = —1 + ﬁ. On

remarque que pour z € [1,2], ¢’(z) < 0 donc g est décroissante et pour z € [1,2],

on a g(x) > g(2) = 0.

Or, pour n € N, on a t,41
€ [1,2]. On a donc

— u, = g(up) et d’apres la question précédente

Upt1 — Up = g(uy) >0, Vn € N.

La suite (uy)nen est done croissante.

D’apres les questions précédentes, la suite (uy,)nen est croissante et majorée,
elle est donc convergente.

Par définition, on a u,+1 = f(u,) pour n € N. La fonction f étant continue, on
peut passer a la limite dans cette égalité et on trouve £ = f(¢).

_ 6 _ 2 _
Orl=f(l) <= L-3+;77=0<+ LF+{-6=0.
Les solutions de cette équation sont { = 2 et £ = —3. Or, on sait que u,, €
[1,2],Vn € N donc ¢ € [1,2] et nécessairement ¢ = 2.



